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摘　要: 根据谐波平衡原理,理论上对非线性磁悬浮控制系统的倍周期分叉及混沌行为进行了分析, 给出了

系统产生倍周期分叉的近似条件,确定了系统混沌存在近似的位置,这为保证此系统实现稳定控制及优化控

制器设计提出了一种有利的理论依据。
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Abstract: Based on the harmonic balance pr inciple, the saddle-node, the per iod-doubling bifur cation and chaos

behavio r ar e discussed in theor y fo r a magnetic levitation cont ro l system. T he approx imate conditions, which

det ermine the ex istence and onset zone o f chao s in t he system, ar e g iv en. The r esults obtained may be helpful

in design and cont ro l o f the nonlinear magnetic lev ita tion contr o l system .
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　　近 20年来,已有越来越多的学者关注非线性

动力学系统的混沌行为 [ 1, 2] , 并且对其从理论上和

数值上提出了一些分析方法[ 3] ,揭示了一些系统,

如:生命、化学、工程、物理等系统中复杂的动力学

行为。但是, 用这些方法处理工程实际问题时, 结

果往往不是令人满意的, 这主要是由于混沌的不

确定性所造成的, 即对于给定的系统,当其产生混

沌时,很难确定相应的参数值,这对系统的稳定性

造成了很大的危害。磁悬浮控制系统由于具有无

接触、无磨损、无润滑等特点已在航天飞行器、精

密加工机床等领域得到了成功的应用。近年来有

许多研究致力于将它应用于更广泛的领域
[ 4]
,如:

离心压缩机, 航空喷气发动机等。然而,由于这方

面的研究涉及电磁学、电子技术、控制理论、转子

动力学等多门学科的交叉, 同时又因旋转机械的

复杂性, 因此其理论研究难度很大,所以,大部分

的分析研究都使用数值仿真和实验研究。近年来,

已有一些文献开始讨论低维磁悬浮转子- 轴承系

统动力学行为
[ 5]
, 其模型有两种: 一种是刚性转

子; 另一种是简单的 Jef fcot t转子系统, 但对其混

沌行为的研究甚少。根据实际磁悬浮控制系统复

杂的动态特性, 文献[ 6]已对其局部、全局分叉行

为进行了研究,本文从确保实现稳定控制出发, 基

于谐波平衡原则,从理论上对磁悬浮控制系统混

沌行为进行讨论,试图为此类系统实现稳定控制

提供一种理论依据。

1　磁悬浮控制系统动力学模型 [ 6]

假设M 为被悬浮物体,根据磁悬浮系统复杂

的动态特性,考虑水平方向,当采用电流控制时,

其力学模型为

mx
¨

11 + c1x
�
11 = F ( 1)

式中: m 为质量; c1为阻尼系数。且

F =
�0n2S
4

I 0 - i
d - x 11

2

-
I 0 + i
d + x 11

2

( 2)

式中: �0为真空磁导率; n为线圈匝数; S 为磁极

面积; I 0 为偏置电流; d 为标准间隙。控制电

流 [ 4]

L
di
dt + iR = U ( 3)

设线圈的控制电压由线性控制律决定
[ 5]

U = kpx 11 + kdx
�
11 ( 4)
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则有
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( 6)

y
�
1 =  ( ad x 1

�
+ apx 1 - y 1 ) ( 7)

由于磁力为一个非线性函数, 且 x 11� d, i� I 0 ,

用幂级数展开,有

F = c11x 1 + c2y 1 + c3x
3
1 + c4x

2
1y 1 ( 8)

其中: c11= 4�, c2= - 2�, c3= 8�, c4= - 6�。再

令: r1= x 1 , r 2= x 1
·

, r3= y 1 , 此系统的动力学模型

为

r
�
1 = r 2

r
�
2 = 4�r 1 - cr 2 - 2�r 3 + 8�r31 - 6�r 21r 3

r
�
3 =  ( adr 2 + apr 1 - r3 )

( 9)

可见,此非线性控制系统是一个含参( ad, ap )非线

性动力系统。

2　系统的混沌行为

根据谐波平衡方法 [ 7] , 先将式( 9)写成如下标

准形式

r
�
= Pr - bf 1( r , z )　　r∈ R

l
( 10)

式中: P, b 为矩阵; f 1∈R 为非线性项, 且假设

( P, b)可控。令: a1=  ap, a2=  ad, 有

P =

0 1 0
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a1 a2 -  

, b =

0

- 1

0

对于系统式( 9) ,设 y= r1 ,经过变换,有

y
⋯

+ cy
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通过设系统的解

y0 ( t ) = A + Bsin!t , B > 0, ! > 0 ( 12)

且根据谐波平衡准则

q( 0) A + F0 ( A , B , !) = 0 ( 13)

q( j!) B + F 1R( A , B , !) + jF1I ( A , B, !) = 0

( 14)

式中: F1R , F 1I为相应于非线性函数 f 1的截断富

氏级数的谐波系数。其中 f 1 的富氏级数为

f 1 [ y 0( t ) , Dy 0( t) , ⋯, D n- 1
y 0 ( t) ; z 10 ( t) ,⋯,

　z m0 ( t) ] = F0 ( A , B , !) + ∑
∞

k= 1
[ F1R( A , B,

　!) sin( k!t ) + F 1I ( A , B , !) co s( k!t) ] ( 15)

可得

( 3a1 - 4 ) A 2 + 3( 3a1 - 4 ) B2 + a1 - 2 = 0

( 16)

B { [ 2�a1 - ( + c ) !2] + j![ ( 2� 2 - 4�) -

!2 ] + 3A
2
B[ ( 6�a1 - 8� ) + j!( 6�a2 -

24�) ] B[ - 4 �+ j!c ] = 0 ( 17)

由此导出

A
2 =

2�a2 - 4� + c - !2

24� - 6�a2 ( 18)

B
2 =

2 - a1 - 3( 3a1 - 4 ) A 2

3( 3a1 - 4 ) ( 19)

其中频率 !满足方程

!2 [ ( 3a2 - 12) ( + c) + ( 4 - 3a1 ) ] + 12�a1 -
　　32 � + 4 �a2 - 4c 2 + 3a1c = 0 ( 20)

　　根据谐波平衡方法可知,系统若产生倍周期

分叉必须附加一个条件 [ 7]

q( j!/ 2) + [ ∀F 1R( A , B , !) +

j∀F1I ( A , B , !) ej2#] = 0 ( 21)

即考察系统式( 14)解的可能摄动解

y 0 ( t) + ∃∀y = A + Bsin!t + ∃sin !
2 t - #

( 22)

时所产生的附加项。其中: ∃为小量; #为摄动的
延迟相位。这样, 对于系统式( 11)有
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( 23)

　　通过使用式( 23)中的 2个实方程,可以消除

#,得到系统式( 11)由倍周期分叉到混沌的参数条
件。

至此, 从理论上给出了磁悬浮控制系统产生

倍周期分叉近似参数条件。根据上述分析的结果,

在此对系统进行了数值仿真。通过仿真可知,数值

仿真得到系统倍周期运动是一个区域,而理论上
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得到的系统产生倍周期分叉是一条近似曲线, 且

总是贴近实际仿真得到的混沌区, 这一方面可以

看出理论分析是近似的, 另一方面也可以用理论

分析曲线找到系统产生混沌的近似位置,从而对

系统的混沌进行预测。下面,给出仿真参数为 �=
1, a1= 5, a2= 2,的结果(如图 1所示)。

图 1　磁悬浮控制系统混沌及其它行为区域

Fig. 1　Chaos and oth er beh avior region s of magnet ic

levitat ion cont rol sys tem

3　结　论

( 1) 基于谐波平衡原则, 对磁悬浮控制系统

的混沌行为进行了研究,基于其状态方程, 理论上

给出了此系统产生倍周期分叉(通往混沌道路)的

近似参数条件。

( 2)通过数值仿真,获得了此系统产生混沌和

其它行为的参数区域图, 即对此系统复杂的混沌

行为进行了有效的预测, 这为保证此系统实现稳

定控制提供有利的理论依据。
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